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Исторический обзор
Механика: до Ньютона

Аристотель (384 до н. э. – 322 до н. э.)

Ðàôàýëü Ñàíòè Èçäàíèå ¾Ôèçèêè¿ Àðèñòîòåëÿ, 1837 ãîä

Ââåë ïîíÿòèÿ: ãðàâèòàöèÿ, ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå, êîíòèíóóì.
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Исторический обзор
Механика: до Ньютона

Евклид (325 до н. э. – 265 до н. э.)

Þñòóñ âàí Ãåíò Âåíåöèàíñêîå èçäàíèå Íà÷àë, 1505 ãîä

Ñèíòåòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ
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Исторический обзор
Механика: до Ньютона

Архимед (287 до н. э. – 212 до н. э.)

Äîìåíèêî Ôåòòè Archim	edous Panta s	ozomena, 1615 ãîä

Òåîðèÿ ðû÷àãà, ìåòîä èñ÷åðïàíèÿ, òåîðèÿ ïëàâàþùèõ òåë, òåîðèÿ
áåñêîíå÷íî ìàëûõ (Ïñàììèò).
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Исторический обзор
Механика: до Ньютона

Рене Декарт (1596 – 1650)

Ôðàíñ Õàëñ Ðàññóæäåíèå î ìåòîäå

Ââåë ïîíÿòèå êîîðäèíàò è ïîíÿòèå ýôèðà.
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Исторический обзор
Механика: до Ньютона

Галилео Галилей (1564 – 1642)

Þñòóñ Ñóñòåðìàíñ ¾Äèàëîãè¿, íà÷àëüíàÿ ñòðàíèöà

Çàêîí èíåðöèè, ãàëèëååâà ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, òåëåñêîï.
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Исторический обзор
Механика: до Ньютона

Эванджелиста Торричелли (1608 – 1647)

Ëîðåíöî Ëèïïè Opera geometrica

Ïðèíöèï äâèæåíèÿ öåíòðîâ òÿæåñòè, ãèäðàâëèêà.
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Исторический обзор
Механика: до Ньютона

Симон Стевин (1548 – 1620)

Íåèçâåñòíûé õóäîæíèê De Beghinselen der Waterwichts

Ïðèíöèï çàìîðàæèâàíèÿ.
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Исторический обзор
Механика: до Ньютона

Жиль Роберваль (1602 – 1675)

Øàðëü Ëåáðåí

Çàêîí ðàâåíñòâà ìîìåíòîâ ñèë è çàêîí ïàðàëëåëîãðàììà ñèë.
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Исторический обзор
Механика: до Ньютона

Христиан Гюйгенс (1629 – 1695)

Êàñïàð Íåòøåð Cosmotheoros

Çàêîíû ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ ñâîáîäíî ïàäàþùèõ òåë.
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Исторический обзор
Механика: до Ньютона

Иоганн Кеплер (1571 – 1630)

Íåèçâåñòíûé õóäîæíèê Epitome astronomiae copernicanae

Çàêîíû äâèæåíèÿ ïëàíåò, çàêîí èíåðöèè.
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Исторический обзор
Механика: до Ньютона

Роберт Гук (1635 – 1703)

Rita Greer Ëåêöèÿ î ïðóæèíàõ

Çàêîí Ãóêà î ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñèëû ðàñòÿæåíèÿ óäëèíåíèþ (Ut
tensio, sic vis), çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ.
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Исторический обзор
Механика: до Ньютона

Джон Валлис (1616 – 1703)

Ãîòôðèä Êíåëëåð Opera mathematica

Íà÷àëà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, çàêîíû óïðóãîãî ñîóäàðåíèÿ.
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Исторический обзор
Механика: до Ньютона. Summarize

Аристотель

(384 до н. э. – 322 до н. э.)
Ввел понятия: гравитация,
прямолинейное движение, континуум.

Евклид (325 до н. э. – 265 до н. э.)
Синтетическая геометрия

Архимед (287 до н. э. – 212 до н. э.)
Теория рычага, метод исчерпания,
теория плавающих тел, теория
бесконечно малых (Псаммит).

Рене Декарт (1596 – 1650)
Ввел понятие координат и понятие
эфира.

Галилео Галилей (1564 – 1642)
Закон инерции, галилеева структура
пространства-времени, телескоп.

Эванджелиста Торричелли

(1608 – 1647)
Принцип движения центров тяжести,
гидравлика.

Симон Стевин (1548 – 1620)
Принцип замораживания.

Жиль Роберваль (1602 – 1675)
Закон равенства моментов сил и
закон параллелограмма сил.

Христиан Гюйгенс (1629 – 1695)
Законы равноускоренного движения
свободно падающих тел.

Иоганн Кеплер (1571 – 1630)
Законы движения планет, закон
инерции.

Роберт Гук (1635 – 1703)
Закон Гука о пропорциональности
силы растяжения удлинению
(Ut tensio, sic vis), закон всемирного
тяготения.

Джон Валлис (1616 – 1703)
Начала математического анализа,
законы упругого соударения.
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Исторический обзор
Механика: Ньютон

Исаак Ньютон (1643 – 1727)

Ãîòôðèä Êíåëëåð Philosophiae Naturalis Principia Mathematica

Äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèÿ, ãðàâèòàöèÿ,
àêñèîìàòè÷åñêèå îñíîâû ìåõàíèêè, äèíàìèêà.
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Исторический обзор
Законы Ньютона

Оригинал

LEX I. Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi
uniformiter in directum, nisi quantenus a viribus impressis cogitur
statum illum mutare.

LEX II. Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et
�eri secundum lineam rectam qua vis illa imprimitur.

LEX III. Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem: sive
corporum duorum actiones in se mutuo semper esse aequales et in
partes contrarias dirigi.
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Исторический обзор
Законы Ньютона

Перевод

LEX I. Âñÿêîå òåëî ïðîäîëæàåò óäåðæèâàòüñÿ â ñâî¼ì ñîñòîÿíèè
ïîêîÿ èëè ðàâíîìåðíîãî è ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ, ïîêà è
ïîñêîëüêó îíî íå ïîíóæäàåòñÿ ïðèëîæåííûìè ñèëàìè èçìåíèòü
ýòî ñîñòîÿíèå.

LEX II. Èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî
ïðèëîæåííîé äâèæóùåé ñèëå è ïðîèñõîäèò ïî íàïðàâëåíèþ òîé
ïðÿìîé, ïî êîòîðîé ýòà ñèëà äåéñòâóåò.

LEX III. Äåéñòâèþ âñåãäà åñòü ðàâíîå è ïðîòèâîïîëîæíîå
ïðîòèâîäåéñòâèå, èíà÷å � âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ òåë äðóã íà äðóãà
ìåæäó ñîáîþ ðàâíû è íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû.
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Необходимые

сведения из

дифференциальной

геометрии
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Необходимые сведения из дифференциальной геометрии
Открытые множества и окрестности

Топология

Ïóñòü M � ìíîæåñòâî. Ñîâîêóïíîñòü T ⊂ P(M) åãî ïîäìíîæåñòâ
íàçûâàåòñÿ топологией на M, åñëè

(T1) Ìíîæåñòâà M è ∅ ïðèíàäëåæàò T.
(T2) Åñëè U1, . . . , Un ïðèíàäëåæàò T, òî èõ ïåðåñå÷åíèå

U1 ∩ · · · ∩ Un òàêæå ïðèíàäëåæèò T.
(T3) Åñëè (U𝛼)𝛼∈A � ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ èç T, òî åãî

îáúåäèíåíèå
⋃︀
𝛼∈A U𝛼 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì T.

Ïàðà (M, T) íàçûâàåòñÿ топологическим пространством. Êàæäûé
ýëåìåíò ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ точкой, à êàæäûé ýëåìåíò U ∈ T �
открытым множеством.

Окрестность

Ïóñòü (M, T) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à p ∈ M � íåêîòîðàÿ
òî÷êà. Ìíîæåñòâî U ∈ T, ñîäåðæàùåå p, íàçûâàåòñÿ окрестностью
точки p.

С. А. Лычев (ИПМех РАН) Нелинейная механика ... 21 / 112



Необходимые сведения из дифференциальной геометрии
Аксиома отделимости Хаусдорфа

Ïóñòü (M, T) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Аксиома Хаусдорфа:

äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê p1, p2 ∈ M ñóùåñòâóþò îòêðûòûå
ìíîæåñòâà U1, U2 ∈ T, òàêèå, ÷òî p1 ∈ U1, p2 ∈ U2 è U1 ∩ U2 = ∅.

Пример нехаусдорфова топологического пространства

Ïóñòü ]−∞, A], ]−∞, B], ]C , +∞[, A ̸= B ̸= C , � ÷èñëîâûå ïðîìåæóòêè,
ëåæàùèå íà ðàçíûõ ïðÿìûõ. Â èõ îáúåäèíåíèè ââåäåì òîïîëîãèþ:
îêðåñòíîñòè òî÷åê íà ìíîæåñòâå ] −∞, A[∪ ] −∞, B[∪ ]C , +∞[ òàêèå æå,
êàê íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Îêðåñòíîñòÿìè òî÷åê A è B íàçîâåì
ìíîæåñòâà ]A− 𝜀, C + 𝜀[, ]B − 𝜀, C + 𝜀[, ãäå 𝜀 > 0. Òîãäà òî÷êè A è B íå
èìåþò íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé, è, ñëåäîâàòåëüíî, íåîòäåëèìû.
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Необходимые сведения из дифференциальной геометрии
База топологии

Ïóñòü (M, T) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

База

Ñîâîêóïíîñòü B ïîäìíîæåñòâ M íàçûâàåòñÿ базой топологии T,
åñëè

(B1) B ⊂ T;

(B2) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà O ∈ T ñóùåñòâóåò
ñåìåéñòâî (U𝛼)𝛼∈I ýëåìåíòîâ èç B, òàêîå, ÷òî⋃︀
𝛼∈I U𝛼 = O.
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Необходимые сведения из дифференциальной геометрии
Топологическое многообразие

Определение топологического многообразия

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M, T) íàçûâàåòñÿ топологическим
многообразием размерности s ∈ N, åñëè:

(M1) (M, T) � õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé;
(M2) äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ M ìîæíî íàéòè òàêóþ îêðåñòíîñòü

U ∈ T è òàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî O ⊂ Rs , ÷òî ñóùåñòâóåò
ãîìåîìîðôèçì 𝜙 : U → O ìåæäó íèìè.

Атлас

Àêñèîìà (M2) óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ M ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî
A = {(U𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈I , òàêîå, ÷òî

(A1) äëÿ ëþáîãî 𝛼 ∈ I óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (U𝛼, 𝜙𝛼) ñîñòîèò èç
íåïóñòîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà U𝛼 ⊂ M è
ãîìåîìîðôèçìà 𝜙𝛼 : U𝛼 → O𝛼 ìåæäó U𝛼 è íåêîòîðûì
îòêðûòûì ìíîæåñòâîì O𝛼 ⊂ Rs ;

(A2)
⋃︀
𝛼∈I U𝛼 = M.

С. А. Лычев (ИПМех РАН) Нелинейная механика ... 24 / 112



Необходимые сведения из дифференциальной геометрии
Топологическое многообразие

Терминология

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ атласом íà M. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî dimM := s
îïðåäåëÿåò размерность M. Êàæäàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (U𝛼, 𝜙𝛼)
íàçûâàåòñÿ координатной картой íà M. Ìíîæåñòâî U𝛼 íàçûâàåòñÿ
координатной областью, à ãîìåîìîðôèçì 𝜙𝛼 � координатным
отображением.

Локальные координаты

Êàæäàÿ òî÷êà p ∈ M ñîäåðæèòñÿ â êîîðäèíàòíîé îáëàñòè U𝛼 íåêîòîðîé
êàðòû (U𝛼, 𝜙𝛼). Êîîðäèíàòíîå îòîáðàæåíèå 𝜙𝛼 ñîïîñòàâëÿåò òî÷êå p
êîðòåæ (x1, . . . , x s) = 𝜙𝛼(p), êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò локальные
координаты òî÷êè p.

Функция замены координат (гомеоморфизм пересчета)

Ïóñòü U𝛼 ∩ U𝛽 íåïóñòî, òîãäà íà U𝛼 ∩ U𝛽 îïðåäåëåí ãîìåîìîðôèçì

𝜙𝛽 ∘ 𝜙−1
𝛼 |𝜙𝛼(U𝛼∩U𝛽) : 𝜙𝛼(U𝛼 ∩ U𝛽) → 𝜙𝛽(U𝛼 ∩ U𝛽),

íàçûâàåìûé функцией замены координат.
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Необходимые сведения из дифференциальной геометрии
Гладкое многообразие

Ïóñòü M � òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ àòëàñîì A = {(U𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈I .

C∞-согласованность

Êàðòû (U𝛼, 𝜙𝛼), (U𝛽, 𝜙𝛽) íà M íàçûâàþòñÿ C∞-согласованными, åñëè
âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) U𝛼 ∩ U𝛽 = ∅,
2) U𝛼 ∩ U𝛽 ̸= ∅ è ãîìåîìîðôèçì ïåðåñ÷åòà 𝜙𝛽 ∘ 𝜙−1

𝛼 |𝜙𝛼(U𝛼∩U𝛽)
ÿâëÿåòñÿ C∞-äèôôåîìîðôèçìîì.

Àòëàñ A, â êîòîðîì âñå êàðòû ïîïàðíî C∞-ñîãëàñîâàíû, íàçûâàåòñÿ
гладким атласом.

Гладкая структура

Ðàññìîòðèì êëàññ âñåõ ãëàäêèõ àòëàñîâ íà M. Äâà ãëàäêèõ àòëàñà A è B
íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè (A ∼ B), åñëè èõ îáúåäèíåíèå, A ∪ B , ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì àòëàñîì. Ýòî � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ
ãëàäêèõ àòëàñîâ ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè D = [A], íàçûâàåìûå гладкими структурами íà M.

Определение гладкого многообразия

Óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà (M, T, D), íàçûâàåòñÿ гладким многообразием.
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Необходимые сведения из дифференциальной геометрии
Примеры гладких многообразий

Ïóñòü B � äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
åäèíè÷íîé ñôåðîé â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå: åãî îáðàç
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì x21 + x22 + x23 = 1, ãäå x1, x2, x3 � äåêàðòîâû
êîîðäèíàòû. Íà B ìîæåò áûòü îïðåäåëåí àòëàñ {(U1, 𝜙1), (U2, 𝜙2)}, â
êîòîðîì êàðòðèðóþùèå îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê
ñòåðåîãðàôè÷åñêèå ïðîåêöèè.
Ñòåðåîãðàôè÷åñêèå ïðîåêöèè ÷àñòåé ñôåðû íà ïëîñêîñòü, òî÷êè êîòîðîé
èìåþò íóëåâóþ êîîðäèíàòó x3, ïðè îòîæäåñòâëåíèè ýòîé ïëîñêîñòè ñ R2,
ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè îòîáðàæåíèÿìè:

h1 : B ∖ (0, 0, −1) ∋ (x1, x2, x3) ↦→
(︂

x1
1 + x3

,
x2

1 + x3

)︂
,

h2 : B ∖ (0, 0, 1) ∋ (x1, x2, x3) ↦→
(︂

x1
1− x3

,
x2

1− x3

)︂
,

ïåðâîå èç êîòîðûõ óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó òî÷êàìè ñôåðû è ïëîñêîñòè, êîòîðûå ¾ïðîêàëûâàåò¿ ëó÷ ñ
íà÷àëîì â òî÷êå ¾þæíîãî ïîëþñà¿ ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0, −1), à âòîðîå
óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ñôåðû è
ïëîñêîñòè, êîòîðûå ¾ïðîêàëûâàåò¿ ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå ¾ñåâåðíîãî
ïîëþñà¿ ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0, 1).
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Необходимые сведения из дифференциальной геометрии
Примеры гладких многообразий
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Необходимые сведения из дифференциальной геометрии
Примеры гладких многообразий

Â êà÷åñòâå ðàéîíîâ äåéñòâèÿ êàðò, U1 è U2, èñïîëüçóþòñÿ ïðîîáðàçû
h−11 (D), h−12 (D) îòêðûòîãî äèñêà

D = {(𝜉1, 𝜉2) ∈ R2 | (𝜉1)2 + (𝜉2)2 < 7
4}. Ñóæåíèÿ îòîáðàæåíèé h−11 è

h−12 íà D îáîçíà÷èì êàê 𝜙1 : D → U1 è 𝜙2 : D → U2:

𝜙1 : (𝜉1, 𝜉2) ↦→
(︂

2𝜉1

1+ (𝜉1)2 + (𝜉2)2
,

2𝜉2

1+ (𝜉1)2 + (𝜉2)2
,

𝜉1 + 𝜉2 − 1

1+ (𝜉1)2 + (𝜉2)2

)︂
;

𝜙2 : (𝜂1, 𝜂2) ↦→
(︂

2𝜂1

1+ (𝜂1)2 + (𝜂2)2
,

2𝜂2

1+ (𝜂1)2 + (𝜂2)2
, − 𝜂1 + 𝜂2 − 1

1+ (𝜂1)2 + (𝜂2)2

)︂
.

Îáëàñòè U12 = U1 ∩ U2 â R2 ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî ïàð (𝜉1, 𝜉2),
òàêèõ, ÷òî 4

7 < (𝜉1)2 + (𝜉2)2 < 7
4 . Ãîìåîìîðôèçì ïåðåõîäà

𝜙12 : U12 → U12, ïðè ýòîì, èìååò âèä

𝜙12 : (𝜂1, 𝜂2) ↦→ (𝜉1, 𝜉2) =

(︂
(𝜂1)2

(𝜂1)2 + (𝜂2)2
,

(𝜂2)2

(𝜂1)2 + (𝜂2)2

)︂
.

С. А. Лычев (ИПМех РАН) Нелинейная механика ... 29 / 112



Необходимые сведения из дифференциальной геометрии
Примеры гладких многообразий

Ïóñòü B � äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî òîðîì â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íà
ñëåäóþùåì ðèñóíêå ïîêàçàíî êàðòðèðîâàíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Àòëàñ
òîðà òàêæå ñîñòîèò èç äâóõ êàðò.
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Необходимые сведения из дифференциальной геометрии
Примеры гладких многообразий
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Необходимые сведения из дифференциальной геометрии
Примеры гладких многообразий

Íàêîíåö, ïóñòü B � äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî ïîâåðõíîñòüþ (áóòûëêîé) Êëåéíà â òðåõìåðíîì
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå ïîêàçàíî
êàðòðèðîâàíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Àòëàñ áóòûëêè Êëåéíà òàêæå ñîñòîèò
èç äâóõ êàðò.
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Необходимые сведения из дифференциальной геометрии
Примеры гладких многообразий
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Необходимые сведения из дифференциальной геометрии
Гладкие функции

Ïóñòü (M, T, [A]) � ãëàäêîå s-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, à f : M → R �
ôóíêöèÿ. Âûáåðåì êàðòó (U, 𝜙) ∈ A. Îòîáðàæåíèå

f̃𝜙 = f ∘ 𝜙−1 : 𝜙(U) → R,

äåéñòâóåò íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå 𝜙(U) ⊂ Rs :

U R

𝜙(U)

f

𝜙−1

f̃𝜙

Òàêèì îáðàçîì, f̃𝜙 � êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå f .
Ôóíêöèÿ f : M → R íàçûâàåòñÿ гладкой, åñëè äëÿ ëþáîãî p ∈ M
ñóùåñòâóåò êàðòà (U, 𝜙) ∈ A, òàêàÿ, ÷òî p ∈ U è ôóíêöèÿ f̃𝜙 ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêîé íà ìíîæåñòâå 𝜙(U).
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Необходимые сведения из дифференциальной геометрии
Гладкие кривые

Ïóñòü (M, T, [A]) � ãëàäêîå s-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, à 𝜒 : I → M �
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, ãäå I ⊂ R � îòêðûòûé èíòåðâàë. Òàêîå
îòîáðàæåíèå áóäåì íàçûâàòü кривой. Ïóñòü t0 ∈ I. Âûáåðåì êàðòó
(U, 𝜙) ∈ A, òàêóþ, ÷òî 𝜒(t0) ∈ U. Ïîëîæèì Vt0 = 𝜒−1(U). Îòîáðàæåíèå

𝜒̃𝜙 := 𝜙 ∘ 𝜒|Vt0
: Vt0 → Rs ,

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ â
ìíîæåñòâå Rs ,

Vt0 U

Rs

𝜒

𝜒̃
𝜙

𝜙

Òàêèì îáðàçîì, 𝜒̃𝜙 � êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå 𝜒.
Êðèâàÿ 𝜒 : I → M íàçûâàåòñÿ гладкой, åñëè äëÿ ëþáîãî t ∈ I ñóùåñòâóåò
êàðòà (U, 𝜙) ∈ A, òàêàÿ, ÷òî 𝜒(t) ∈ U è ôóíêöèÿ 𝜒̃𝜙 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé íà
ìíîæåñòâå Vt .
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Необходимые сведения из дифференциальной геометрии
Гладкие отображения между многообразиями

Ïóñòü (M, TM, [A]) è (N, TN, [B]) � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòåé
dimM = s è dimN = k , à κ : M → N � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.
Âûáåðåì êàðòó (V , 𝜓) ∈ B . Ìîæíî íàéòè, ïî ìåíüøåé ìåðå, îäíó êàðòó
(U, 𝜙) ∈ A òàêóþ, ÷òî W = U ∩ κ−1(V ) ̸= ∅. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè κ,
ìíîæåñòâî W îòêðûòî â U è, â ýòîé ñâÿçè ìíîæåñòâî 𝜙(W ) îòêðûòî â Rs .
Îòîáðàæåíèå

κ̃𝜙, 𝜓 = 𝜓 ∘ κ ∘ 𝜙−1 : 𝜙(U ∩ κ−1(V )) → 𝜓(V )

íàçûâàåòñÿ координатным представлением κ â êàðòàõ (U, 𝜙) è (V , 𝜓):

W κ(W )

𝜙(W ) 𝜓(κ(W ))

κ

𝜙−1

κ̃𝜙, 𝜓

𝜓

Îòîáðàæåíèå κ : M → N íàçûâàåòñÿ гладким, åñëè îíî íåïðåðûâíî è
äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ M ñóùåñòâóþò êàðòû (U, 𝜙) ∈ A è (V , 𝜓) ∈ B ,
òàêèå, ÷òî p ∈ U, U ∩ κ−1(V ) ̸= ∅ è êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå κ̃𝜙, 𝜓
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì.
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Необходимые сведения из дифференциальной геометрии
Касательное расслоение

×åðåç C∞(M) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ãëàäêèõ ôóíêöèé âèäà
f : M → R.

Дифференцирования в точке p ∈ M

Дифференцирование в p � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå v : C∞(M) → R,
óäîâëåòâîðÿþùåå ïðàâèëó Ëåéáíèöà:

∀f , g ∈ C∞(M) : v(fg) = f (p)v(g) + g(p)v(f ).

Ìíîæåñòâî TpM âñåõ äèôôåðåíöèðîâàíèé â òî÷êå p ∈ M � âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè dimTpM = dimM, íàçûâàåìîå касательным
пространством к M в точке p.

Касательное расслоение

Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå

TM :=
∐︁
p∈M

TpM =
⋃︁
p∈M

{p} × TpM.
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Необходимые сведения из дифференциальной геометрии
Кокасательное расслоение

Кокасательное пространство в точке p ∈ M

Îáîçíà÷èì
T *
pM := (TpM)*.

Ýëåìåíòû T *
pM � ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû (êîâåêòîðû) 𝜈 : TpM → R.

Îïðåäåëåíà áèëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ

⟨·, ·⟩p : T *
pM× TpM → R, ⟨𝜈, u⟩p := 𝜈(u).

Кокасательное расслоение

Êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå

T *M :=
∐︁
p∈M

T *
pM =

⋃︁
p∈M

{p} × T *
pM.
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Ньютоново

пространство-время
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Ньютоново пространство-время
Наводящие соображения

Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ ñèëû ãðàâèòàöèè:

mẍ i = mf i , −𝜕i f i = 4𝜋𝜌G .

Ñîêðàòèì íà ìàññó:
ẍ i − f i = 0.

Ìîæíî ëè ïðåäñòàâèòü ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â âèäå

ẍa(t) + Γ a
bc (x(t))ẋb(t)ẋc(t) = 0?

Îòâåò: Нет!
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Ньютоново пространство-время
Наводящие соображения

Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðèçàöèþ R4 = R× R3:

(x0, x1, x2, x3) = (t, x1, x2, x3).

Òîãäà ẋ0 = 1, ẍ0 = 0, è ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

ẍ0 = 0

ẍ i − f i (x(t))ẋ0(t)ẋ0(t) = 0, i = 1, 2, 3.

Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê óðàâíåíèå
àâòîïàðàëëåëüíîé:

ẍ𝛼 + Γ 𝛼
𝛽𝛾 ẋ𝛽 ẋ𝛾 = 0,

ãäå
Γ 0
𝛼𝛽 = Γ i

jk = Γ i
0k = Γ i

j0 = 0,

è Γ i
00 = −f i .

Òåíçîð Ðè÷÷è:
R00 = 4𝜋𝜌G .
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Ньютоново пространство-время
Пространство-время. Первый закон Ньютона

Постулат I

Пространство-время � ýòî ìíîæåñòâî M, ýëåìåíòû êîòîðîãî
íàçûâàþòñÿ событиями.

Гипотеза континуума

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà M ðàâíà ìîùíîñòè ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ
÷èñåë R.

Гипотеза близкодействия

Ôèçè÷åñêèå îáúåêòû íåïîñðåäñòâåííî âçàèìîäåéñòâóþò ëèøü ñ òåìè
îáúåêòàìè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ¾äîñòàòî÷íîé áëèçîñòè¿ îò íèõ.

Íóæíà ôîðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ ¾áëèçêî¿. Óäîáíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
M íàäåëåíî òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.
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Ньютоново пространство-время
Пространство-время. Первый закон Ньютона

Гипотеза отделимости событий

Äâà ïðîèçâîëüíûõ ñîáûòèÿ e1, e2 ∈ M ìîãóò áûòü îòäåëåíû äðóã îò
äðóãà.

Аналитическое описание событий

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî M íàäåëåíî ñòðóêòóðîé
òîïîëîãè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ: M ëîêàëüíî åâêëèäîâî, ðàçìåðíîñòè
n. Òî åñòü, äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ e ∈ M ñóùåñòâóþò îòêðûòîå
ìíîæåñòâî U, ñîäåðæàùåå e, è ãîìåîìîðôèçì 𝜙 : U → Rn.

Отсутствие глобального представления как Rn

Ó íàñ íåò íèêàêèõ ïðè÷èí a-priori ñ÷èòàòü, ÷òî M öåëèêîì
ãîìåîìîðôíî Rn. Âñå íàøè ðàññóæäåíèÿ ëîêàëüíû � îòíîñÿòñÿ ëèøü
ê îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ.
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Ньютоново пространство-время
Пространство-время. Первый закон Ньютона

Размерность пространства-времени

Èíòóèòèâíî ñîáûòèå ñîñòîèò èç ¾ìåñòà¿ è ¾âðåìåíè¿. Â ýòîé ñâÿçè,
áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî n = 4.

4 = 3 + 1

Ëîãè÷åñêàÿ àðãóìåíòàöèÿ òîãî, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî íàáëþäàåìîå
÷åëîâåêîì ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî äîëæíî áûòü òðåõìåðíûì,
ïðèíàäëåæèò Ï. Ýðåíôåñòó, êîòîðûé èñïîëüçîâàë äëÿ ñâîèõ
ðàññóæäåíèé ôàêòû î äâèæåíèè ïëàíåò. Ðàçóìååòñÿ, ãèïîòåçà î
òðåõìåðíîñòè ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â èíûõ ìàñøòàáàõ ìîæåò
áûòü ïîäâåðæåíà ôàëüñèôèêàöèè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ôèçè÷åñêîìó
ïðîñòðàíñòâó ìîæåò áûòü ïðèñâîåíà áîëåå âûñîêàÿ ðàçìåðíîñòü.
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Ньютоново пространство-время
Пространство-время. Первый закон Ньютона

Гладкая структура

Íåïðåðûâíûõ ïîëåé íåäîñòàòî÷íî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ
ÿâëåíèé. Íåîáõîäèìà âîçìîæíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ïîëåé ëèíåéíûìè
îòîáðàæåíèÿìè. Â ýòîé ñâÿçè, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî M � ãëàäêîå
÷åòûðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå.

Карты на многообразии
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Ньютоново пространство-время
Пространство-время. Первый закон Ньютона

Резюме

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè
dimM = 4.
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Ньютоново пространство-время
Пространство-время. Первый закон Ньютона

Постулат II

Íà M çàäàíà ãåîìåòðèÿ â âèäå àôôèííîé ñâÿçíîñòè ∇, îïðåäåëÿþùåé
ïðàâèëî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà òåíçîðíûõ ïîëåé.

Аффинная связность ∇ — отображение

∇ : Vec(M) ×Vec(M) → Vec(M), (u, v) → ∇uv ,

для которого выполнены условия:

(∇1) ∀u, v , w ∈ Vec(M) : ∇u+vw = ∇uw + ∇vw ;

(∇2) ∀u, v ∈ Vec(M)∀f ∈ C∞(M) : ∇fuv = f∇uv ;

(∇3) ∀u, v , w ∈ Vec(M) : ∇u(v + w) = ∇uv + ∇uw ;

(∇4) ∀u, v ∈ Vec(M)∀f ∈ C∞(M) ∇u(fv) = f∇uv + (uf )v .
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Ньютоново пространство-время
Пространство-время. Первый закон Ньютона

Коэффициенты связности

Ïóñòü (e𝜇)4𝜇=1 � ëîêàëüíûé ðåïåð íà M. Ïîñêîëüêó ∇e𝜇e𝜈 � âåêòîðíîå
ïîëå, òî åãî ìîæíî ðàçëîæèòü ïî òîìó æå ëîêàëüíîìó ðåïåðó:

∇e𝜇e𝜈 = Γ 𝜅
𝜇𝜈 e𝜅.

Ñêàëÿðíîçíà÷íûå ôóíêöèè Γ 𝜅
𝜇𝜈 � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè.

Координатное представление связности

Ïóñòü u, v ∈ Vec(M). Â êîîðäèíàòíîì ðåïåðå (𝜕𝛼)4𝛼=1 èìååì
ðàçëîæåíèÿ u = u𝛼𝜕𝛼, v = v𝛽𝜕𝛽 è ∇𝜕𝛼𝜕𝛽 = Γ 𝛾

𝛼𝛽 𝜕𝛾 . Â ñèëó ïðàâèëà
Ëåéáíèöà,

∇uv = u𝛼
(︁
𝜕𝛼v

𝛾 + v𝛽Γ 𝛾
𝛼𝛽

)︁
𝜕𝛾 .
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Ньютоново пространство-время
Пространство-время. Первый закон Ньютона

Замена репера: неголономный ↦→ неголономный

Ïóñòü (e𝜇)4𝜇=1 è (e′𝜇)4𝜇=1 � ëîêàëüíûå ðåïåðû íà M, à Γ 𝜅
𝜇𝜈 , Γ′ 𝜅

𝜇𝜈 �

ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè. Åñëè e′𝛽 = Ω𝛽
𝛼e𝛽 , ãäå

[Ω𝛽
𝛼] � ïîëå íåâûðîæäåííûõ 4× 4 ìàòðèö, òî

Γ′ 𝛼
𝛽𝛾 = Γ 𝜇

𝜎𝜅 f𝛼𝜇Ω𝜎
𝛽Ω𝜅

𝛾 + A𝜆𝜎f𝛼𝜇Ω𝜎
𝛽𝜕x𝜆Ω𝜇

𝛾 ,

ãäå [f𝛽𝛼] = [Ω𝛽
𝛼]−1, e𝜇 = A𝜈𝜇𝜕x𝜈 .

Замена репера: голономный ↦→ неголономный

Åñëè e𝜇 = 𝜕𝜇, òî

Γ′ 𝛼
𝛽𝛾 = Γ 𝜇

𝜎𝜅 f𝛼𝜇Ω𝜎
𝛽Ω𝜅

𝛾 + f𝛼𝜇Ω𝜎
𝛽𝜕x𝜎Ω𝜇

𝛾 .
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Ньютоново пространство-время
Пространство-время. Первый закон Ньютона

Замена репера: голономный ↦→ голономный (замена координат)

Åñëè (x𝜇)4𝜇=1, (y𝜇)4𝜇=1 � äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà M, à Γ 𝜅
𝜇𝜈 , Γ′ 𝜅

𝜇𝜈 �
ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè, òî

Γ′𝛼
𝛽𝛾 = Γ𝜇𝜎𝜅

𝜕y𝛼

𝜕x𝜇
𝜕x𝜎

𝜕y𝛽
𝜕x𝜅

𝜕y𝛾
+
𝜕y𝛼

𝜕x𝜇
𝜕2x𝜇

𝜕y𝛽𝜕y𝛾
.
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Ньютоново пространство-время
Пространство-время. Первый закон Ньютона

Мировая линия частицы

Äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ïðåäñòàâëåíî ãëàäêîé
êðèâîé 𝜒 : I → M, íàçûâàåìîé мировой линией частицы. Çäåñü
I ⊂ R � èíòåðâàë.

Координатное представление кривой

Åñëè (U, 𝜙), 𝜙 : U → R4, � êàðòà íà M, òî êîîðäèíàòíîå
ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé 𝜒 : I → U èìååò âèä 𝜒̃ := 𝜙 ∘ 𝜒 : I → R4.
Ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò äèàãðàììà:

I U

I R4

𝜒

IdI

𝜒̃

𝜙
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Ньютоново пространство-время
Пространство-время. Первый закон Ньютона

Постулат III (первый закон Ньютона)

Ìèðîâàÿ ëèíèÿ ÷àñòèöû, äâèæåíèå êîòîðîé ïðîèñõîäèò â îòñóòñòâèå
âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∇𝜒′𝜒′ = 0.

Çäåñü 𝜒′ � ïîëå êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ êðèâîé.

Первый закон Ньютона в локальных координатах

d2𝜒𝛼

dt2
+ Γ 𝛼

𝛽𝛾

d𝜒𝛽

dt

d𝜒𝛾

dt
= 0, 𝛼 = 1, . . . , 4.
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Ньютоново пространство-время
Абсолютное время

Îò îáùåãî îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (M, ∇) ïðèõîäèì ê
÷àñòíîìó îïèñàíèþ, êîãäà èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î
ñòðóêòóðå ñîáûòèé.

Функция абсолютного времени

Íà M îïðåäåëåíà ãëàäêàÿ ñþðúåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ

t : M → R,

íàçûâàåìàÿ функцией абсолютного времени. Åå çíà÷åíèå t(e)
ïðåäñòàâëÿåò время, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáûòèþ e, à ÷èñëî
|t(e2) − t(e1)| ñîîòâåòñòâóåò временному интервалу,
ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáûòèÿì e1, e2 ∈ M.

С. А. Лычев (ИПМех РАН) Нелинейная механика ... 53 / 112



Ньютоново пространство-время
Абсолютное время

Отношение одновременности

Íàçîâåì ñîáûòèÿ e1, e2 ∈ M одновременными, åñëè t(e1) = t(e2).
Îòíîøåíèå îäíîâðåìåííîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè
íà M; ìíîæåñòâî M ðàñïàäàåòñÿ â îáúåäèíåíèå

M =
⋃︁
e∈M

Me

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ

Me := {f ∈ M | t(f ) = t(e)},

íàçûâàåìûõ слоями одновременности.
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Ньютоново пространство-время
Абсолютное время

Îãðàíè÷èì êëàññ âñåâîçìîæíûõ ôóíêöèé t òðåáîâàíèÿìè:

Время никогда не останавливается

∀e ∈ M : (dt)e ̸= 0.

Время течет равномерно

∇dt = 0.
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Ньютоново пространство-время
Абсолютное время

Калибровка Галилея

Ïóñòü t � ôóíêöèÿ àáñîëþòíîãî âðåìåíè, òîãäà ôóíêöèÿ

t̃ = t + a,

ãäå a ∈ R � êîíñòàíòà, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé àáñîëþòíîãî âðåìåíè,
èìåþùåé òå æå ñëîè îäíîâðåìåííîñòè. Òàêèì îáðàçîì, t ïðåäñòàâëÿåò
ëèøü ¾àðèôìåòèçàöèþ¿ àáñîëþòíîãî âðåìåíè, à íå åãî ñàìî.
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Ньютоново пространство-время
Абсолютное время

Âñòàíåì íà áîëåå îáùóþ òî÷êó çðåíèÿ.

1-форма абсолютного времени

1-формой абсолютного времени íàçûâàåòñÿ 1-ôîðìà Ω ∈ CVec(M),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

(Ω1) Ω òî÷íà, ò.å. ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ t : M → R,
òàêàÿ, ÷òî Ω = dt;

(Ω2) ∀e ∈ M : Ωe ̸= 0;

(Ω3) ∇Ω = 0.

Резюме

Ëþáûå äâå ôóíêöèè àáñîëþòíîãî âðåìåíè, ïîðîæäàåìûå ôîðìîé Ω,
îòëè÷àþòñÿ íà êîíñòàíòó. Ñëåäîâàòåëüíî, Ω îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè íà ñëîè îäíîâðåìåííîñòè è ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ôîðìàëèçàöèÿ àáñîëþòíîãî âðåìåíè.
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Ньютоново пространство-время
Классификация касательных векторов

Классификация

Ïóñòü e ∈ TM. Âåêòîð u ∈ TeM íàçûâàåòñÿ

future directed, åñëè Ω(u) > 0,

spatial, åñëè Ω(u) = 0,

past directed, åñëè Ω(u) < 0.

Уточнение определения мировой линии

Мировая линия частицы � ãëàäêàÿ êðèâàÿ 𝜒 : I → M, òàêàÿ, ÷òî
𝜒′(t) � future directed âåêòîð äëÿ ëþáîãî t ∈ I.
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Ньютоново пространство-время
Абсолютное пространство

Необходима дополнительная информация!

Ôîðìà Ω îïðåäåëÿåò ñòðàòèôèêàöèþ ñîáûòèé íà ñëîè
îäíîâðåìåííîñòè. Âìåñòå ñ òåì, îíà íå äàåò ïðàâèëî, ñîãëàñíî
êîòîðîìó äâóì ñîáûòèÿì èç ðàçëè÷íûõ ñëîåâ îäíîâðåìåííîñòè
îòâå÷àåò îäíî ìåñòî.

Отношение одноместности

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà M îïðåäåëåíî ñåìåéñòâî êðèâûõ òàê, ÷òî ÷åðåç
êàæäóþ òî÷êó M ïðîõîäèò êðèâàÿ èç ýòîãî ñåìåéñòâà è ïðèòîì òîëüêî
îäíà. Òîãäà ñêàæåì, ÷òî ñîáûòèÿ e è f одноместны, åñëè ÷åðåç íèõ
ïðîõîäèò îäíà è òà æå êðèâàÿ.

Как проще задать кривые?

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êðèâûå, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü ÿâëÿþòñÿ
èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè âåêòîðíîãî ïîëÿ V ∈ Vec(M).
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Ньютоново пространство-время
Абсолютное пространство

Стратификация на места

Âåêòîðíîå ïîëå V îïðåäåëÿåò ¾âàíòû¿ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ íà M, à
òå, â ñâîþ î÷åðåäü, � îòíîøåíèå îäíîìåñòíîñòè. Ïî ýòîìó îòíîøåíèþ
òî÷êè M ðàçáèâàþòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû � места.
Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëèçàöèåé àáñîëþòíîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Íà V íàëîæèì óñëîâèå íîðìèðîâêè:

Согласованность мест и времени

⟨Ω, V ⟩ = 1.

Òàêèì îáðàçîì, íà ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè óñòàíîâëåíà ñòðóêòóðà
(M, ∇, Ω, V ), ïîçâîëÿþùàÿ ñòðàòèôèöèðîâàòü ñîáûòèÿ ïî ìåñòàì è
âðåìåíàì.
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Ньютоново пространство-время
Метрика

Â ïðåäåëàõ îäíîãî ñëîÿ îäíîâðåìåííîñòè ìû ìîæåì èçìåðÿòü äëèíû
è óãëû. Íî ìåæäó ðàçíûìè ñëîÿìè � íå ìîæåì. Òàêèì îáðàçîì,
çàäàíà âûðîæäåííàÿ ìåòðèêà.

Метрика h ∈ Sec(T *M ⊗ T *M) — это тензорное поле, такое, что:

(h1) he(u, v) = he(v , u), äëÿ ëþáîãî e ∈ M è ëþáûõ
u, v ∈ TeM,

(h2) he(u, u) > 0, äëÿ ëþáîãî e ∈ M è ëþáîãî u ∈ TeM,

(h3) äëÿ ëþáîãî e ∈ M ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíöèÿ: ðàâåíñòâî
he(u, v) = 0 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî u ∈ TeM â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà v = kVe , äëÿ íåêîòîðîãî
k ∈ R,

(h4) ∇h = 0.
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Ньютоново пространство-время
Второй закон Ньютона

Ìåòðèêà h îïðåäåëÿåò ïðàâèëî, ïîçâîëÿþùåå ïåðåâåñòè âåêòîð â
êîâåêòîð èëè êîâåêòîð â âåêòîð. Ïóñòü (·)♯ : T *M → TM �
îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå êîâåêòîð â âåêòîð.

Силовое поле

Íàçîâåì ñèëîâûì ïîëåì êîâåêòîðíîå ïîëå F ∈ Sec(T *M), òàêîå, ÷òî
f := F ♯ � spatial-âåêòîðíîå ïîëå.

Второй закон Ньютона

Ìèðîâàÿ ëèíèÿ ÷àñòèöû, äâèãàþùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëîâîãî ïîëÿ
f , óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

m∇𝜒′𝜒′ = f ,

ãäå m > 0 � èíåðòíàÿ ìàññà ÷àñòèöû.
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Ньютоново пространство-время
Второй закон Ньютона в стратифицированном атласе

Пусть кручение связности равно нулю

T = 0

Âûáåðåì ôóíêöèþ àáñîëþòíîãî âðåìåíè t, ñîãëàñîâàííóþ ñ Ω.

Стратифицированный атлас

Ïóñòü àòëàñ A òàêîâ, ÷òî ëþáàÿ åãî êàðòà (U, 𝜙) óñòðîåíà ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Â êîîðäèíàòíîì îòîáðàæåíèè 𝜙 : x ↦→ (x0, x1, x2, x3)
êîìïîíåíòà 𝜙0 : x ↦→ x0 ñîâïàäàåò ñ t: 𝜙0 = t|U .

Представление ∇dt = 0

∇𝜕idx
0 = 0, i = 0, 1, 2, 3.

Òàêèì îáðàçîì, Γ0ji = 0 äëÿ âñåõ i , j = 0, 1, 2, 3.
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Ньютоново пространство-время
Второй закон Ньютона в стратифицированном атласе

Второй закон Ньютона

(𝜒0)′′ + Γ0ij (𝜒i )′(𝜒j)′ = 0,

(𝜒q)′′ + Γq
ij (𝜒i )′(𝜒j)′ =

1

m
f q, q = 1, 2, 3.

Первое уравнение дает

𝜒0(𝜆) = a𝜆+ b,

ãäå a, b ∈ R.

Три последующих уравнения представим в виде

(𝜒q)′′ + Γq
𝛾𝛿(𝜒

𝛾)′(𝜒𝛿)′ + Γq
00(𝜒0)′(𝜒0)′ + 2Γq

𝛾0(𝜒𝛾)′(𝜒0)′ =
1

m
f q,

ãäå q, 𝛾, 𝛿 = 1, 2, 3.

С. А. Лычев (ИПМех РАН) Нелинейная механика ... 64 / 112



Ньютоново пространство-время
Второй закон Ньютона в стратифицированном атласе

После репараметризации мировой линии с помощью функции
абсолютного времени

𝜒̈q + Γq
𝛾𝛿𝜒̇

𝛾𝜒̇𝛿 + Γq
00𝜒̇

0𝜒̇0 + 2Γq
𝛾0𝜒̇

𝛾𝜒̇0 =
1

ma2
f q, q, 𝛾, 𝛿 = 1, 2, 3.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ëåâîé ÷àñòè:

∙ Γq
𝛾𝛿𝜒̇

𝛾𝜒̇𝛿 êîððåêòèðóþùèé ÷ëåí;

∙ Γq
00𝜒̇

0𝜒̇0 ãðàâèòàöèîííûé ÷ëåí;

∙ 2Γq
𝛾0𝜒̇

𝛾𝜒̇0 óñêîðåíèå Êîðèîëèñà.
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Ньютоново пространство-время
Декартова координатная система

Ограничение на связность

Ïîëàãàåì, ÷òî êðèâèçíà ñâÿçíîñòè ðàâíà íóëþ:

R = 0.

Представление I закона Ньютона

Ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò (x i ), íàçûâàåìàÿ декартовой, â
êîòîðîé îïåðàòîð ∇ ñâîäèòñÿ ê ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì. Òîãäà äëÿ
ñâîáîäíîé ÷àñòèöû èìååì

d2x i

du2
= 0.
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Исторический обзор:

механика после Ньютона
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Исторический обзор
Механика: после Ньютона

НьютонЛаплас

Д’Аламбер

Лагранж

Пиола

Пуассон

И. Бер-
нулли

Д. Бер-
нулли Эйлер Коши Навье
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Исторический обзор
Механика: после Ньютона

Жан Лерон Д’Аламбер (1717 – 1783)

Ìîðèñ Êàíòåí äå Ëàòóð Òðàêòàò î äèíàìèêå

Íåáåñíàÿ ìåõàíèêà, ïðèíöèï Ä'Àëàìáåðà.
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Исторический обзор
Механика: после Ньютона

Пьер-Симон де Лаплас (1749 – 1827)

Æàí-Áàòèñò Ïîëåí Ãåðåí

Íåáåñíàÿ ìåõàíèêà.
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Исторический обзор
Механика: после Ньютона

Жозеф Луи Лагранж (1736 – 1813)

Íåèçâåñòíûé õóäîæíèê M�ecanique analytique

Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, óðàâíåíèÿ äëÿ íåïðåðûâíîé ñðåäû.
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Исторический обзор
К принципу наименьшего действия

Àðèñòîòåëü ïðåäïîëàãàë, ÷òî ¾ïðèðîäà íè÷åãî íå äåëàåò íàïðàñíî è
âî âñåõ ñâîèõ ïðîÿâëåíèÿõ èçáèðàåò êðàò÷àéøèé èëè ëåã÷àéøèé
ïóòü¿. Îäíàêî êîíêðåòíûé ñìûñë òåðìèíîâ ¾êðàò÷àéøèé¿ èëè
¾ëåã÷àéøèé¿ ïðè ýòîì íå óòî÷íÿëñÿ. Êëàâäèé Ïòîëåìåé ïîêàçàë, ÷òî
ïðè îòðàæåíèè ëó÷à ñâåòà åãî îáùèé ïóòü ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì â
òîì ñëó÷àå, êîãäà óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ, ÷òî è
íàáëþäàåòñÿ íà ïðàêòèêå.
Âïåðâûå âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ñôîðìóëèðîâàë Ïüåð Ôåðìà â 1662
ãîäó, è îí îòíîñèëñÿ èìåííî ê ïðåëîìëåíèþ ñâåòà. Ôåðìà ïîêàçàë,
÷òî êðèòåðèåì â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íå ïóòü, à âðåìÿ � ëó÷
ïðåëîìëÿåòñÿ ïîä òàêèì óãëîì, ÷òîáû ñóììàðíîå âðåìÿ â ïóòè áûëî
ìèíèìàëüíî.
Ïüåð Ëóè äå Ìîïåðòþè â òðàêòàòå ¾Ñîãëàñîâàíèå ðàçëè÷íûõ çàêîíîâ
ïðèðîäû, êîòîðûå äî ñèõ ïîð êàçàëèñü íåñîâìåñòèìûìè¿ äàë ïåðâóþ
ôîðìóëèðîâêó ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ: ¾ïóòü, êîòîðîãî
ïðèäåðæèâàåòñÿ ñâåò, ÿâëÿåòñÿ ïóò¼ì, äëÿ êîòîðîãî êîëè÷åñòâî
äåéñòâèÿ áóäåò íàèìåíüøèì¿.
Æîçåô Ëóè Ëàãðàíæ ââåë ñòðîãîå ïîíÿòèå âàðèàöèè ôóíêöèè,
ïðèäàë âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ ñîâðåìåííûé âèä.
Â 1834�1835 ãîäàõ Óèëüÿì Ðîóýí Ãàìèëüòîí îïóáëèêîâàë åù¼ áîëåå
îáùèé âàðèàöèîííûé ïðèíöèï, èç êîòîðîãî ñëåäîâàëè âñå áîëåå
ðàííèå êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè.
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Исторический обзор
Механика: после Ньютона

Иоганн Бернулли (1667 – 1748)

Èîãàíí Ðóäîëüô Õóáåð

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.
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Исторический обзор
Механика: после Ньютона

Даниил Бернулли (1700 – 1782)

Johann Jacob Haid Ãèäðîäèíàìèêà

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ.
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Исторический обзор
Механика: после Ньютона

Леонард Эйлер (1707 – 1783)

Ýìàíóýëü Õàíäìàíí Òðàêòàò î äâèæåíèè æèäêîñòåé

Çàêîíû äâèæåíèÿ òâåðäûõ òåë.
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Исторический обзор
Механика: после Ньютона

Огюстен Луи Коши (1789 – 1857)

Z�ephirin Belliard Î äåôîðìàöèè òâåðäûõ òåë

Íàïðÿæåíèÿ, äåôîðìàöèè.
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Исторический обзор
Механика: после Ньютона

Симеон Дени Пуассон (1781 – 1840)

Fran�cois-S�eraphin Delpech Îäíà èç ðàáîò ïî ìåõàíèêå

Ïðèíöèï ìàòåðèàëüíîé èíäèôôåðåíòíîñòè.
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Исторический обзор
Механика: после Ньютона

Клод Луи Мари Анри Навье (1785 – 1836)

Áþñò â �Ecole Nationale des Ponts et Chauss�ees

Ôîðìóëèðîâêà óðàâíåíèé ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè.
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Исторический обзор
Механика: после Ньютона

Габбрио Пиола (1794 – 1850)

Íåèçâåñòåí

Ïðåîáðàçîâàíèå îò àêòóàëüíîé ôîðìû ê îòñ÷åòíîé.
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Исторический обзор
Преобразование Пиолы

Классическое выражение

JT = P · FT,

ãäå F � ãðàäèåíò äåôîðìàöèè, J = detF , T � òåíçîð íàïðÿæåíèé
Êîøè, P � ïåðâûé òåíçîð Ïèîëû �Êèðõãîôà.

Современная интерпретация

T *P ⊗
⋀︀2 T *B T *P ⊗

⋀︀2 T *P

T *P ⊗
⋀︀3 T *B T *P ⊗

⋀︀3 T *P

κ*2

D

κ*2

d
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Исторический обзор
Механика: после Ньютона

Эмми Нётер (1882—1935)

Íåèçâåñòåí Invariante Variationsprobleme

Òåîðåìà Íåòåð.
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Исторический обзор
Механика: после Ньютона

Арнольд Зоммерфельд (1868 – 1951)

Íåèçâåñòåí

L(ẋ , x) = T (ẋ) − Π(x)
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Исторический обзор
Механика: после Ньютона. Summarize

Жан Лерон Д’Аламбер

(1717 – 1783)
Небесная механика, принцип
Д’Аламбера.

Пьер-Симон де Лаплас

(1749 – 1827)
Небесная механика.

Жозеф Луи Лагранж (1736 – 1813)
Принцип наименьшего действия,
уравнения для непрерывной среды.

Иоганн Бернулли (1667 – 1748)
Закон сохранения энергии.

Даниил Бернулли (1700 – 1782)
Закон сохранения энергии, закон
сохранения момента количества
движения.

Леонард Эйлер (1707 – 1783)
Законы движения твердых тел.

Огюстен Луи Коши (1789 – 1857)
Напряжения, деформации.

Симеон Дени Пуассон (1781 – 1840)
Принцип материальной
индифферентности.

Клод Луи Мари Анри Навье

(1785 – 1836)
Формулировка уравнений линейной
теории упругости.

Габбрио Пиола (1794 – 1850)
Преобразование от актуальной
формы к отсчетной.

Эмми Нётер (1882—1935)
Теорема Нетер

Арнольд Зоммерфельд

(1868 – 1951)
Разделение лагранжиана на
кинетическую и потенциальную
энергии.
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Исторический обзор
Механика: пластичность

ПластичностьВайнгартен

Вольтерра

Френкель

Тейлор

Орован

Делингер

Поляни

ЭшелбиКулон

Треска Мизес
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Исторический обзор
Механика: пластичность

Шарль Огюстен де Кулон (1736 – 1806)

Louis Hierle

Çàâèñèìîñòü êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ìàòåðèàëà îò âåëè÷èíû
ïðèëîæåííûõ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé.
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Исторический обзор
Механика: пластичность

Анри Эдуард Треска (1814 – 1885)

Íåèçâåñòåí

Êðèòåðèé ïëàñòè÷íîñòè.
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Исторический обзор
Механика: пластичность

Рихард Мизес (1883 – 1953)

Konrad Jacobs

Êðèòåðèé ïëàñòè÷íîñòè.
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Исторический обзор
Механика: пластичность. Summarize

Шарль Огюстен де Кулон

(1736 – 1806)
Зависимость касательных
напряжений материала от величины
приложенных нормальных
напряжений.

Анри Эдуард Треска (1814 – 1885)
Критерий пластичности.

Рихард Мизес (1883 – 1953)
Критерий пластичности.
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Исторический обзор
Механика: пластичность и неевклидовость

Пластичность
и неевкли-
довость

Кондо

Кренер

Де Вит

Эккарт
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Исторический обзор
Механика: вязкоупругость

Вязко-
упругость

Фойхт

Максвелл

Яуманн

Олройд

Эриксен
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Исторический обзор
Механика: нелинейная механика

Нелинейная
механика

Новожилов

Ривлин

Муни

Трелоар

С. А. Лычев (ИПМех РАН) Нелинейная механика ... 91 / 112



Исторический обзор
Механика: рациональная механика

Рациональная
механика

Трусделл

Эриксен

Нолл

Ван

ГертинТупин
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Исторический обзор
Механика: среды с памятью

Среды с
памятью

Нолл

Эриксен
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Исторический обзор
Механика: геометрическая механика

Геометрическая
механика

Можен

Ракотоманана

Эпштейн Сегев

Марсден Явари
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Исторический обзор
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Уравнения из различных областей физики. Что общего?

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ Navier�Cauchy:

𝜇∆u + (𝜆+ 𝜇)∇∇ · u + f = 𝜌ü.

Óðàâíåíèå Beltrami�Michell (ñòàòèêà):

∆T + 2
𝜇+ 𝜆

2𝜇+ 3𝜆
∇∇(trT) + 2[∇f ]sym +

𝜆

2𝜇+ 𝜆
I∇ · f = 0.

Âîëíîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî âåêòîðîâ:

∆E − 𝜀𝜇

c2
Ë = 0, ∆H − 𝜀𝜇

c2
Ḧ = 0.

Ïîëåâûå óðàâíåíèÿ Einstein (ñëàáîå ïîëå):

∆g00 = 8𝜋𝜌.
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Экспериментальный базис
Чисто механические эксперименты

(1694) ßêîâ Áåðíóëëè: áîëüøèå äåôîðìàöèè êåòãóòîâûõ ñòðóí;

(1721) Äæàêîìî Ðèêàòòè: òî÷êè ïåðåãèáà â çàâèñèìîñòè
ñèëà-óäëèíåíèå;

(1773) Øàðëü Êóëîí: ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæèë ïðåäåë
óïðóãîñòè ïðèêðó÷åíèè æåëåçíûõ è ìåäíûõ ïðîâîëîê;

(1823) Äæîí Ëåñëè: ðàñòÿæåíèå ñòåðæíåé èç àíãëèéñêîãî æåëåçà
� ïîëó÷èë ôîðìóëó

y =
p(1/2 + 1/3 lg 1000 𝜀)

lg 2
,

ãäå y � íàãðóçêà, p � ðàçðóøàþùåå óñèëèå, 𝜀 � îòíîñèòåëüíàÿ
äåôîðìàöèÿ;

(1826) Àíðè Íàâüå: ýêñïåðèìåíòû 1) ïî îïðåäåëåíèþ
ìàêñèìàëüíîé íàãðóçêè è äåôîðìàöèè ïðè ðàñòÿæåíèè ïîëîñ 2)
Îïûòû ñ ïóñòîòåëûìè ñôåðàìè ïðè âíóòðåííåì äàâëåíèè;
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Экспериментальный базис
Чисто механические эксперименты

(1830) Ãàñïàð-Ãþñòàâ Êîðèîëèñ: ñæàòèå ñâèíöîâûõ öèëèíäðîâ �
èçìåíåíèå äåôîðìàöèè âî âðåìåíè � ïîëçó÷åñòü;

(1837) Ñàâàð è Ìàññîí: ýôôåêò Ñàâàðà-Ìàññîíà � ïðåðûâèñòîñòü
êîíå÷íîé äåôîðìàöèè;

(1841) Ïîíñåëå: ìåìóàð ¾Mecanique Industriable¿, ýìïèðè÷åñêîå
ñîîòíîøåíèå ¾Òåðìè÷åñêàÿ îáðàáîòêà � îòæèã �� èçìåíåíèå
ïðåäåëà óïðóãîñòè¿:

𝜀 = 0.1125 y + 0.00039 y (1.6)y/3.

Ïîíñåëå ïåðâûì ïîñòðîèë äèàãðàììó íàïðÿæåíèÿ�äåôîðìàöèè,
ïåðâûì âû÷èñëèë ýíåðãèþ äåôîðìàöèè è âûäåëèë ýíåðãèþ,
çàïàñåííóþ óïðóãî è ýíåðãèþ, çàòðà÷èâàåìóþ íà ðàçðóøåíèå;

(1841) Êàðìàø: òî÷êè ïåðåãèáà ñâÿçàíû ñ íà÷àëîì ðàçâèòèÿ
îñòàòî÷íîé äåôîðìàöèè;

(1846) Âåðòãåéì: áîëüøèå äåôîðìàöèè òêàíåé ÷åëîâåêà;
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Экспериментальный базис
Чисто механические эксперименты

(1860) Ëþäåðñ: ïðè êîâêå ïëàòèíîâûõ ñòåðæíåé íà èõ ïîâåðõíîñòè
ïîÿâëÿëàñü ñâåòÿùàÿñÿ áóêâà X;

(1864) Òðåñêà: ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå áîëüøèõ
ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé. Èñïûòûâàë ðàçíûå ìàòåðèàëû:
ñâèíåö, ìåäü, ëåä, ïàðàôèí, êåðàìè÷åñêàÿ ïàñòà;

(1872) Ãîïêèíñîí: òå÷åíèå ðàçëè÷àåòñÿ ïðè ñòàòè÷åñêîì
íàïðÿæåíèè è óäàðå;

(1874) Òàðñòîí: ñàìîïèøóùàÿ ìàøèíà, îòêðûë çàâèñèìîñòü
äèàãðàìì îò èñòîðèè íàãðóæåíèÿ � óïðî÷íåíèå;

(1885) Áàóøèíãåð: ïîâûøåíèå ïðåäåëà óïðóãîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè
ñîïðîâîæäàåòñÿ åãî óìåíüøåíèåì ïðè ñæàòèè � îñòàòî÷íûå
äåôîðìàöèè - ìèêðîïëàñòè÷íîñòü � òåðìè÷åñêèå èñòîðèè -
ïàìÿòü ìàòåðèàëà;
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Экспериментальный базис
Чисто механические эксперименты

(1880) Ñïðèíã: ñìåðçàíèå ëüäà, ñïàéêà ïîðîøêîâ ïðè âûñîêîì
äàâëåíèè � òåëà âåäóò ñåáÿ êàê æèäêîñòè;

(1900) Ãåñò: ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå, ïðè êîòîðîì áîëåå, ÷åì îäèí
êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé îòëè÷åí îò íóëÿ � ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòè;

(1909-1961) Áðèäæìåí: ïåðåõîäû íà äèàãðàììå ñæàòèÿ �
¾ôèçèêà âûñîêèõ äàâëåíèé¿, äèíàìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòêëèêà;

(1926) Ëîäå: ñëîæíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå � êîìáèíàöèÿ
ðàñòÿæåíèÿ è äàâëåíèÿ â òðóáêå.
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